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Sommaire 
Dans ce mémoire, on introduit l'univers d'Einstein et on présente plusieurs façons 
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le cas, il serait impossible de trouver des surfaces croches disjointes. 
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L'univers d'Einstein Ein"-1'1 de dimension n est le projectifié du cône de lumière de 
Rn'2. C'est une variété lorentzienne conformément plate. On s'intéresse particulièrement à 
cet espace, parce que son revêtement universel est un modèle pour l'ensemble des variétés 
lorentziennes conformément plates. C'est-à-dire que les variétés lorentziennes sont toutes 
localement conformément équivalentes à Ein"-1'1. 
Une façon d'obtenir des variétés lorentziennes passe par les groupes kleiniens. Un 
groupe G C PO(n, 2) est dit kleinien s'il est un sous-groupe discret agissant de façon pro-
prement discontinue sur un ouvert non-vide de Ein71"1'1 [Pra02]. Dans ce cas, Ein""1'1/^ 
est une variété lorentzienne. 
Une façon de montrer qu'un groupe est kleinien est d'en exhiber un domaine fonda-
mental. Pour borner des domaines fondamentaux, on utilise des surfaces croches [BCD+08] 
Les surfaces croches sont la compactification des plans croches de l'espace de Minkowski. 
Ces derniers bornent des domaines fondamentaux dans l'espace de Minkowski. 
Le but de ce mémoire est de définir les surfaces croches, d'en présenter certaines 
propriétés et de discuter brièvement de la façon dont ces surfaces servent à identifier des 
groupes kleiniens. Pour ce faire, dans le premier chapitre, on survole le travail ayant déjà 
été effectué dans ce sens, et on discute des motivations pour étudier l'univers d'Einstein 
et les surfaces croches. 
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Au deuxième chapitre, on introduit l'univers d'Einstein. On présente plusieurs façons 
conceptuelles et paramétriques de représenter cet espace. En particulier, on montre que 
Ein"~U ^ (S"-1 x S1) /±. que Ein"-1'1 = Min"-1'1 et que le revêtement double de 
Ein"-1"1 est isomorphe au bord conforme de l'espace anti de-Sitter. De plus, on discute 
quelques propriétés élémentaires de Ein"-1'1. 
Au troisième chapitre, on définit des objets importants de Ein"-1"1. On en présente 
certaines propriétés, surtout en dimensions deux et trois. 
Finalement, au quatrième chapitre, on discute des surfaces croches de Ein2'1. On 
présente ces surfaces comme étant la compactification des plans croches de l'espace de 
Minkowski. De plus, on offre une description détaillée des surfaces croches dans le langage 
de l'univers d'Einstein, en tentant de faire abstraction de l'espace de Minkowski plongé 
dans Ein2,1. Finalement, on prouve des propriétés élémentaires des surfaces croches. 
Toutes les figures de ce mémoire sont de l'auteure et ont été générées avec le logiciel 
MATHEMATICA. De plus, les preuves de ce mémoire sont originales, sauf la preuve du 
théorème 4.4.2 qui suit celle de [BCD+08]. 
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Chapitre 1 
Revue de la littérature et mise en 
contexte 
1.1 Motivation physique 
En physique newt-onicnne, les notions d'espace et de temps étaient indépendantes. 
Dans la théorie de la relativité générale, ces deux notions sont indissociables. Pour décrire 
cette réalité, on parle d'espace-temps. L'espace-temps possède n — m dimensions spatiales 
et m, généralement m = 1, dimensions temporelles. On s'intéresse particulièrement au 
cas n = 4 et m = 1, car il modélisc le monde dans lequel nous vivons. Plusieurs auteurs 
parlent d'espace-temps uniquement dans ce cas. Dans le cadre de ce mémoire, on se 
concentre sur les cas m = 1 avec n = 3 et n = 2. Ce sont des modèlcs-joucts de notre 
espace-temps. 
L'étude du cas m = 1 passe par la géométrie lorentzicnnc. L'univers d'Einstein est 
une variété lorentzicnnc importante, car elle contient toutes les variétés lorentziennes 
conformément plates, comme nous le verrons aux propositions 2.4.1 à 2.4.3. 
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Une autre raison de s'intéresser à l'univers d'Einstein est qu'il est une variété com-
pacte sans bord. En géométrie et en topologie. la classification des variétés compactes 
sans bord est une question importante. 
Un type de variété lorentzienne important regroupe les variétés satisfaisants aux 
équations d'Einstein. Les équations d'Einstein décrivent comment la matière et l'énergie 
modifient un espace-temps. Selon les différents paramètres, il existe une infinité de solu-
tions à ces équations. L'univers d'Einstein est l'une de ces solutions. Dans ce contexte, 
Albert Einstein a étudié S" x R, qui est le revêtement universel de l'univers d'Einstein 
tel qu'on le définit dans ce mémoire. C'est une raison possible à l'appellation « univers 
d'Einstein ». 
1.2 Action de groupe en géométrie lorentzienne 
Depuis le programme d'Erlangen de Félix Klein, une partie importante de l'étude 
d'une variété passe par la notion d'action de groupe. 
On dit qu'un groupe G agit sur un ensemble V si un élément du groupe permute les 
éléments de l'ensemble : 
G x V -> V 
(g. x) _9(x) 
de façon compatible avec la structure du groupe, c'est-à-dire telle que l'identité de G est 
associée à la permutation triviale et que pour tout g^, g2 E G et tout x G V, 
(0iSa)(x) = g \  (<72( * ) )  •  
Soit G un groupe agissant sur une variété V. L'orbite d'un élément p G V par G consiste 
en l'ensemble des points q G V, pour lesquels il existe un <7 G G tel que q est l'image de 
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p par g : 
G ( P )  =  { ^ ( P )  3 € G } .  
On définit une relation d'équivalence où deux éléments p . q  €  V  sont équivalents, p  ~  q  
s i  e t  s e u l e m e n t  s i  p  €  G { q ) .  
On dit qu'un groupe discret G agissant de façon continue agit de façon proprement 
discontinue sur une variété V si pour tous points p\.p2 € V, il existe des ouverts U\, U2 
tels que l'ensemble 
{<? G G ^ i U r )  n U 2  ï  0} 
est fini. Pour un groupe G, agissant de façon proprement discontinue sur une variété V, 
le quotient Vf G est séparé. L'action d'un groupe est libre si tous les éléments autres 
que l'identité n'ont pas de point fixe. Pour un groupe G, agissant de façon libre sur une 
variété V, le quotient V/G est une variété. Ainsi, si G agit de façon libre et proprement 
discontinue sur V le quotient V/G est une variété séparée. 
Un domaine fondamental pour l'action du groupe G sur V est défini comme étant un 
polygone F tel que chaque orbite intersecte F au moins une fois et que les translatés de 
F ne s'intcrsoctent que sur le bord (voir la définition 4.1.1). Trouver un domaine fonda-
mental permet de prouver qu'un groupe agit de façon libre et proprement discontinue et 
donc de montrer que le quotient crée une variété séparée. 
Dans le cadre de la géométrie euclidienne, il est courant de borner des domaines 
fondamentaux à l'aide de surfaces équidistantes. Compte tenu du fait qu'il n'y a pas de 
notion de distance en géométrie lorentzienne, on ne peut pas utiliser la même statégie. 
Todd Drumm a introduit dans sa thèse de doctorat [Dru90 les plans croches. Ces derniers 
joueront le rôle des surfaces équidistantes et borneront des domaines fondamentaux de 
groupes dans l'espace de Minkowski. 
1.2.1 Espace de Minkowski 
Dans le cas de l'espace de Minkowski Min21 de dimension trois plusieurs études ont 
été effectuées pour identifier les groupes agissant de façon libre et proprement discontinue. 
Soit un groupe G C 0(2.1) agissant librement et proprement discontinue, alors Min2"1/G 
est une variété munie d'une structure lorentzienne. Lorsque G est libre, ces variétés se 
nomment espace-temps de Margulis. Gregory A. Margulis a trouvé un critère, à l'aide 
d'un invariant sur les éléments de 0(2, 1), pour déterminer si un groupe agit de façon 
libre et proprement discontinue. Ensuite, Todd A. Drumrn a proposé d'autres critères de 
nature plus géométrique [Dru90]. Il a définit des domaines fondamentaux pour de tels 
groupes en introduisant les plans croches. 
1.2.2 Univers d'Einstein 
Pour ce qui est de l'univers d'Einstein. Charles Frances a étudié plusieurs actions de 
groupes de Schottky de Ein™-1'1 dans sa thèse de doctorat [Fra02]. L'intérêt que l'on porte 
au groupe de Schottky a une raison historique. En effet, bien que l'on connaissait des 
groupes agissant de façon proprement discontinue sur l'espace de Minskowski, l'existance 
de tels groupes agissant aussi librement a longtemps mystifié les mathématiciens. Les 
groupes de Schottky sont donc les premiers groupes agissant de façon libre et proprement 
discontinue à avoir été étudiés sur l'espace de Minkowski. 
Frances a ensuite considéré la compactifîcation des plans croches dans le but de 
borner des domaines fondamentaux dans l'univers d'Einstein [Fra03]. Par la suite Barbot, 
Charette, Drumm, Goldman et Melnick [BCD+08] ont défini une surface croche comme 




Dans le cadre de ce mémoire, on utilisera les notations et conventions suivantes : 
1. R» désigne l'ensemble des réels non nuls. 
2. R.7 désigne l'ensemble des réels strictement positifs. 
3. j.r| désigne la valeur absolue de x. 
4. Gl(rc. R )  désigne l'ensemble des matrices carrées de dimension n inversibles. 
5. R désigne l'ensemble des réels union l'infini RU {oc}. 
6. M1 désigne la transposée de M. 
7. ln désigne la matrice identité n x n. 
8. 0;,*. désigne la matrice l x k de zéros. 
9. On dit qu'une matrice est de type (n — L l) si elle a n — l valeurs propres positives 
et l valeurs propres négatives. 
10. 0 ( n  — l ,  l ) désigne le groupe pseudo-orthogonal de type (n — /,/); 
0 ( n  —  1 , 1 )  —  G Gl(n. R) N l M N  —  M ,  où M  est de type ( n  —  1 , 1 )  j . 
11. C°°(A, B) est l'ensemble des fonctions infiniment différentiables de A vers B ; 
C X ( A ,  B )  —  j/ : A  — >  B  f  est n  fois différentiable, pour tout n  >  0 j . 
12. V\W désigne l'ensemble des éléments de V n'appartenant pas à W. 




Dans ce chapitre, on définit l'univers d'Einstein Ein"-1,1 de dimension n et on intro-
duit différents modèles pour cet espace. De plus, on présente différentes façons de visu-
aliser l'univers d'Einstein en dimension deux et trois. On discute finalement de quelques 
propriétés de cet espace. 
2.1 Géométrie lorentzienne 
L'univers d'Einstein est une variété lorentzienne, c'est-à-dire une variété telle que son 
espace tangent à chaque point est un espace vectoriel lorentzien. Dans cette section, on 
définit d'abord la notion d'espace vectoriel lorentzien, puis celle de variété. Finalement, 
on présente trois exemples de variétés lorentzienncs à courbure constante : l'espace de 
\linkowski, l'espace de Sitter et l'espace anti-de Sitter. 
8 
2.1.1 Espace vectoriel 
Considérons un espace vectoriel réel V de dimension n muni d'une forme bilinéaire 
symétrique non dégénérée 
Si l'on fixe une base pour V, on peut définir (•. •) avec une matrice M G Gl(n,R) : 
On dit que (•. •) est de type (n—l, l) si M est de type (n—l, l), c'est-à-dire si M  possède n  —  l  
valeurs propres positives et l valeurs propres négatives. Le groupe des transformations 
qui préservent la forme bilinéaire de cet espace est 0(n — 1,1). 
Si (-, •) est définie positive, alors V est un espace vectoriel euclidien et on note V = 
Rn. Si (•, •) est de type (n — 1,1). alors V est un espace vectoriel pseudo-euclidien et on 
note V = Si de plus / — 1, on dit que V est lorentzien. 
Dans un espace vectoriel V de type (n — 1,1), un vecteur x G V est dit de type : 
o espace si (x, x) > 0 ; 
o lumière si (x, x) = 0 ; 
o temps si (x. x) < 0. 
On appelle l'ensemble des vecteurs de type lumière le cône de lumière de 
Dans le cadre de ce mémoire, les matrices les plus souvent utilisées pour définir une 
forme bilinéaire de type (n — 1,1) seront 
V x V R. 
<x,y)M = x'My, x:y 6 V. 
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2.1.2 Variété 
L'univers d'Einstein est une variété lorentzienne. Cette section introduit les variétés. 
Pour un traitement plus détaillé, voir le livre de John Lee [LeeOG]. 
On dit qu'un espace topologiquc abstrait S est localement modelé sur Rn si pour 
tout point p € S. il existe un ouvert II tel que p G U C S. un ouvert U C Rn et un 
homéomorphisme p : !• —>• U. 
Le couple (U. <p) se nomme une carte locale. Ayant deux cartes locales (U, 0) et (V, -é) 
on définit une fonction de transition entre ces deux cartes comme étant 
: v{U nv) -+<p(unv). 
Une famille de cartes locales 
telle que les fonctions de transition sont bien définies et |^J U, = S se nomme un atlas. 
Un atlas est maximal s'il n'est pas contenu dans un autre atlas strictement plus grand. 
Définition 2.1.1. Une variété V de dimension n est un espace topologique abstrait séparé 
et à base dénombrable localement modelé sur R". 
Une variété vient donc munie de son atlas. Préférablement. l'atlas est maximal. Une 
variété est lisse si toutes les fonctions de transition entre deux points sont infiniment 
différent iables. 
Espace tangent 
Une variété V n'admet pas nécessairement de structure linéaire. On peut par contre 
en chaque point p définir une approximation locale linéaire de V, l'espace tangent TpV en 
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p. En chaque point p G V. l'espace tangent TPV contient l'ensemble des vecteurs tangents 
à une courbe passant par p. Pour définir ce concept formellement, on introduit la notion 
de n-jet de la droite réelle dans une variété en p. 
Soient V une variété de dimension n. un point p € V et 
C P ( V )  =  { / e C ~ ( R , V ) \ f ( 0 ) = P } .  
Soit f . g Ç .  C P ( V ) .  on considère la relation d'équivalence suivante : / g  si et seulement 
si le développement de Taylor d'ordre k de 4> ° f en p est le même que celui de (po g pour 
toutes cartes locales (U, è) telle que p € U et (p : U —» R". 
L'ensemble 
. J k p { V )  =  C P ( V ) /  
est l'ensemble des k-jets en p de R vers V. Soit / 6 Jl, alors 
m = ~\ m 
ai I / -0  
est un vecteur tangent en p. 
Définition 2.1.2. L 'espace tangent TPV de V en p est l'ensemble des vecteurs tangents 
à V en p. 
Cet ensemble admet une structure linéaire et est en bijection avec l'ensemble des 
1-jets en p. 
Soient V  et V '  deux variétés et F  €  C X ( V .  V ' ) ,  alors il existe pour tout p  G  V  une 
fonction 
F* : TpV -> TF{P)V\ 
associée à F et qui envoie /'(0) vers (Fo /)'(0). Cette fonction est linéaire et est appelée 
en anglais le « push-forward ». 
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Variété lorentzienne 
On notera ( V .  {•. •)) la variété V  telle que son espace tangent est muni de la forme 
bilinéaire {•. •). On demandera de plus que cette forme bilinéaire soit continue par rapport 
à p. 
Une variété riemannienne V est une variété dont l'espace tangent en tout point p 
est muni d'une forme bilinéaire positive. Dans ce cas, l'espace tangent en chaque point 
est isomorphe à R" et il est muni de la norme définie par 
11 .X' 112 = ( x , x ) .  
Une variété pseudo-riemannienne est une variété telle que son espace tangent en 
chaque point est muni d'une forme bilinéaire non dégénérée. Finalement, une variété 
lorentzienne V est une variété pseudo-riemannienne telle que la forme bilinéaire de l'es-
pace tangent est de type (n — 1,1). 
2.1.3 Espace lorentzien conformément plat 
L'univers d'Einstein est isomorphe à la compactification de l'espace de Minkowski. De 
plus, son revêtement double est isomorphe au bord conforme de l'espace anti-de Sitter. 
Ces deux espaces sont, respectivement, l'analogue lorentzien de l'espace euclidien En et 
de l'espace hyperbolique H" en géométrie euclidienne. Ce sont des variétés euclidiennes 
conformément plates. 
Une variété V de dimension n est dite conformément plate si pour tout point p G V. 
il existe un ouvert U tel que p € U C V et une fonction 
/ : U -)• R" 
12 
telle que / préserve la forme bilinéaire {•. - ) y  de V  à multiple scalaire positif près. C'est-
à-dire que pour tout x, y € TP>V. où p' 6 U. il existe un p. G R tel que 
(x.y)v = M2(/x./y)Rn; 
où {••-)R" est la forme bilinéaire de R". Si R" est muni d'une forme bilinéaire définie 
positive, alors c'est une variété conformément plate riemannienne. Si la forme bilinéaire 
est de type (n — 1,1), alors c'est une variété conformément plate lorentzienne. 
Les espaces E" et H" sont deux des trois espaces modèles conformément plats rieman-
niens ; le troisième étant la sphère Sn. Ce sont les seuls espaces riemanniens conformément 
plats, complets et simplement connexes. On présente ici les trois espaces modèles con-
formément plats lorentziens. 
Soit Sp un plan dans l'espace tangent à la variété V en un point p. La courbure sec-
tionelle K(SP) de V associée à Sp est la courbure gaussienne du sous-espace de dimension 
deux de V tel que son plan tangent est Sp. Les variétés présentées dans cette section sont 
à courbure sectionnelle constante, c'est-à-dire que leur courbure sectionnelle ne dépend 
pas de Sp. Les trois variétés modèles riemanniennes mentionnées précédemment sont à 
courbure sectionnelle constante. 
L'espace de Minkowski 
L'espace de Minkowski de dimension n, 
Min"-1'1 = (Rn, (•.•)) 
où (•.•) est de type (n — 1,1), est l'analogue lorentzien de l'espace réel. C'est un es-
pace géodésiquement complet, c'est-à-dire dont les géodésiques sont isomorphes à R, à 
courbure sectionnelle nulle. Les isométries de Min"-1'1 sont de la forme 
p  t—>  o  4- N ( p  —  o )  + x, 
13 
où a G Min"-1,1, x G R" et A" G 0(n — 1. 1) sont donnés. 
L'espace de Sitter 
L'espace de Sitter dS"-11 de dimension n est l'analogue lorentzien de la sphère S" 
de dimension n. On le définit comme étant l'ensemble des points de Rn l dont la pseudo-
norme égale r2 : 
où N  G 0 ( n ,  1 ) .  
L'espace anti-de Sitter 
Uespace anti-de Sitter AdS™"1,1 de dimension n est l'analogue lorentzien de l'espace 
hyperbolique Hn de dimension n. C'est l'ensemble des points dont la pseudo-norme égale 
-r2 dans R""1-2 : 
où r G R. C'est une variété lorentzienne à courbure sectionnelle r 2. 
Les isométries de dS" 1,1 sont de la forme 
x •-> Arx. 
où r G R. C'est une variété lorentzienne à courbure sectionnelle —r 2. 
Les isométries de AdSn 11 sont de la forme 
x i ^ Nx. 
où A' G 0 ( n  — 1. 2). 
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2.2 L'univers d'Einstein 
La projectivisation d'un espace vectoriel V est le quotient de V\ {0} par la relation 
d ' é q u i v a l e n c e  x  ~  y  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  i l  e x i s t e  k  G  R *  t e l  q u e  x  —  k y .  
Définition 2.2.1 (BCD+08). L 'univers d'Einstein Ein"^1'1 de dimension n est la pro-
jectivisation du cône de lumière de R"'2. 
On note la projectivisation du cône de lumière de R71,2 par 
PN"'2 = (N"'2\{0N+2.I}) / 
où N"-2 est le cône de lumière de Rn'2 tel que défini à la section 2.1.1 et x ~ y si et 
seulement si il existe A: € R» tel que x = ky. Selon la base utilisée pour exprimer Rn'2, 
on obtient différents points de vue sur cet espace. En particulier, on peut le voir comme 
étant la compactifïcation conforme de Min™-1'1 ou comme étant la projectivisation de 
Sn_1 x S1 C Rn+2. Étant donné que dans S"-1 x S1, deux vecteurs x, y sont multiples 
scalaires l'un de l'autre si et seulement si x = ±y, on notera cet espace (Sn_1 x S2) /±. 
-n—1.1 
Le revêtement double Ein de l'univers d'Einstein est composé des classes de 
multiples positifs du cône de lumière de Rn'2, c'est-à-dire 
ÉhT"1,1 = / =: 
où x = y si et seulement si il existe k  G Rj~ tel que x = k y .  Soit p  G N„j2\ {0„+2ji}, on 
appellera les relevés de p les points P et P' tels que P' = — P G Nn 2 et P'. On 
n-1 ,1  
peut définir Ein comme étant le bord conforme de AdS"+1 [Fra02], 
——-n —1,1 
Le revêtement universel Ein de l'univers d'Einstein est isomorphe à Sn~1 x R 
[BCD+08], 
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2.2.1 Ein""11 ^ (S""1 x S1) /± 
On veut montrer, à partir de la définition de l'univers d'Einstein, que ce dernier 
est isomorphe à (S"-1 x S1) /±. Pour ce faire, on se place dans R"'2 muni d'une forme 
quadratique engendrée par 
a ( In On.2 
~ Wn -12 
Dans cette base, le cône de lumière de R" 2 est 
Xi 
N"'2 1NA {-(1) € R n,  2  A x'Ax = 0 
|x G R'( 
{x 6 R n,  2  'A 
X, • -1- X2 — X2 — T2 — 0 '  x « x n+1 x n+2 u  
+ + = ^+1+^+2} 
} 
Donc, le projectifié de (N^'2 — 0n+2.i) est 
PNf = (Nf - 0n+2il) / ~ ^ (S""1 x S1) /±, 
où x  ~ y si et seulement si il existe A: € R* tel que x  —  k y .  On peut de même déduire 
que 
n—1.1 ,  ,  
Ein = S x S . 
car 
Ein""U = (NJ2 - 0n+2>1) / = 
où x  =  y  si et seulement si il existe k  G R+ tel que x  =  k y .  
2.2.2 Compactifîcation de l'espace de Minkowski 
L'univers d'Einstein peut être décrit comme étant la compactifîcation conforme de 
l'espace de Minkowski, Min" 11 voir [BCD+08]. On définit d'abord la notion de com-
pactifieation conforme, puis on prouve que celle de Min"-1'1 est Ein"-1'1. 
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Compactification 
Un espace topologique S est dit compact si tout recouvrement d'ouverts de S contient 
un sous-recouvrement fini de S. L'univers d'Einstein est compact, car S71"1 x S1 l'est ce 
qui implique que (S""1 x S1) /± est compact. 
Définition 2.2.2. Soit S un espace topologique. Une paire (U.v), où U est compact, 
c: U 
est un plongement homéornorphe de S dans U et l'adhérence de l'image de S par c égale 
U, c'est-à-dire que c(S) = U, se nomme une compactification de S. 
Si U est un espace compact et S un sous-espace propre de U dont l'adhérence égale 
U, on dit aussi que U est une compactification de S. Dans un contexte de variété lisse, 
on exige que la compactification c soit un difféomorphisme. 
Géométrie conforme 
Avant de parler de compactification conforme, on doit définir la notion de conformité 
dans une variété. 
Définition 2.2.3. Une variété conforme V est une variété dont l'espace tangent en 
chaque point, TPV, est muni d'une famille de formes bilinéaires non dégénérées et symétriques 
gp : TPV x TPV -> R. 
de façon à ce que deux formes bilinéaires gp et g'p soient dans la même famille, 3", si et 
seulement si il existe un réel /u tel que gp = (J?g'p. 
On dit qu'une telle famille de formes bilinéaires est conforme. 
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Soient V et V' deux variétés conformes et 
c : V -> V' 
un homéomorphisme. Pour tout p € V. une forme bilinéaire gc(p) sur T^V' induit une 
forme bilinéaire gp sur TpV que l'on nomme le tiré en arrière. Soient /'(0). h'(0) € TP(V), 
on a : 
9P (/'(0), h'(0)) = gc[p) (c, (/'(0)), c, (/i'(0)) ). 
où c* est le push-forward tel que défini à la section 2.1.2. 
Soit J une famille de formes bilinéaires conformes en V et 7' une famille de formes 
bilinéaires conformes en V'. L'homéomorphisme c : V —> V' est conforme si pour tout 
p 6 V, il existe un gv € 3~ et un g^p) € tel que le tiré en arrière de g' par / est un 
multiple scalaire positif de g : 
g'P = L*2 9p-
où ji € R. Par définition d'une famille de formes bilinéaires conformes, cela signifie que 
g'p — p,2gp pour tout gp G 7 et pour tout g'c^ € 1'. Une compactifieation (V',c) de V 
est dite conforme si c est conforme. 
Construction de la compactification conforme de Min2,1 
On considère Ro'2, où 
Q = 
/  In-/-1 On-(-l .Z-l On—/ —1.1 On-/-l , l \  
0/-l ,n-i-l  — 1/—1 0/ —1,1 Oï —1.1 
Ol,n-(-l  Oi, ,_i 0 —2 
\ Oi,„-(-i 0i,w — \ 0 ) 
ct R jj est muni de la forme bilinéaire 
(x,y)n = x'Qy. 
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On munit Minr( 1-1. où 
l„-i  0„_i.i  
0i.„ i -i 
de la forme bilinéaire 
(x, y)A = x'Ay. 
On prétend que le plongemcnt 
c : Min;; !1 -> PN"2'2 
x t-> 
est une compactificat.ion conforme de Min" 1,1. 
D'abord, on montre que le plongemcnt c induit une compactification avec les deux 
lemmes suivants : 
Lemme 2.2.4. Le plongemcnt c est un difféomorphisme sur son image. 
Démonstration. On a que 
c G C°° (Mi m 71—1.1 ,PN^2), 
car c est une application polynomiale. 
Ensuite, l'inverse de c : 
c'1 : Im(c) -> Min""1'1 




est bien définie et 
car xn+2 / 0. 
IM ( r )  -  {XCPN;; 2  . r „ . 2  / •  ( ) }  
-1 € Cx (PN","2. Min"-1'1) , 
• 
Lemme 2.2.5. On a c(Minn-1>1) = PN"'2. 
Démonstration. On doit montrer que pour tout x G PN"'2, il existe une suite {x^} de 
points de Min"-1'1 telle que 
lim c(xj) = x 
i—>00 
et que pour tout x G c(Minn~1'1). on a aussi que x € PN"'2. 
D'abord, on divise les éléments de PN^2 en trois classes : 
Ci = jx € PN 




C3 = jx G PN n.2 
%n-f-2 ^°} 
x n + 2  =  0  e t  X n + 1  ±  o |  
xn+2 = 0 et xn+1 = 0. et xn ^ 0 j 
Les éléments de Ci sont dans la classe d:équivalence d'un élément de l'image de c. 
En effet, pour tout x 
X\ 
Xn+2 




Pour la classe C2, considérons la suite 
(tx1 + 
tx<2 
t X n  
1 + 4Ï* 
V 1 ) 
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G Im(c), 
o u  x\ 4 -  •  '-n -1 0. Cette suite converge vers 




lorsque t tend vers l'infini. Tous les éléments de Ci sont dans la classe d'équivalence d'un 
tel x ; il suffit de diviser par T avant-dernière coordonnée. Donc, les éléments de C2 sont 
dans l'adhérence de l'image de c. 
Pour la classe C3,  considérons 
( xi \ 
X = 





1. Alors, x est la limite de la suite 
( tx 1 \ 
\ 




lorsque L tend vers l'infini, où x\ + • • • + x^l_1 — 1 = 0. Or, tous les éléments de 63 sont 
dans la classe d'équivalence d'un élément de la forme de x. 
Inversement, soit x G c^Min"-1'1). Alors, soit x G c(Min™"11), ou bien il existe une 
suite Xfc telle que x* —>• x lorsque k —> oc et telle que x^ G c(Minn_1,1) pour tout k. 
Comme 
c(Minn~u) C  PN q 2 ,  
alors Xfc G PN"2'2 pour tout k. De plus, comme PN^'2 est fermé, x G PN^'2. 
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Finalement, on montre que c induit une compact ificat ion conforme. 
Lemme 2.2.6. Le plongement 
c : Min"-1'1 ->• R^'2 
x i-> I x'Ax 
est conforme. 
Démonstration. Soit p G Min™ 11 et f'(0),g'(0) G TpMin" 1,1. On a que 
cv(/'(0)) = (co/)'(0) 
_ £ 
Al 
d ! I(- l) 
( c °  f ) ( t )  
t-0 
dt 
( f ( t ) J ( t ) )  A  
(=0 , j 
/'( 0) 
= | 2</(0) /'(0))A 
Posons gc(p) = (•, -)j2- Alors, le tiré en arrière de g est un multiple scalaire positif de (•, •) : 
5p(c*(/'(0)). c*(^'(0))) = m2(/'(0),/1'(0))a, 
où /i dépend du représentant de c * ( / ' ( 0 ) )  que Ton a choisi. Comme (•, - ) a  est une forme 
bilinéaire de Min"-1-1, on a montré que c est conforme. • 
Théorème 2.2.7. La compactification conforme de Min™""1'1 est Ein"-1'1. 
Démonstration. Cela suit directement des lemmes 2.2.4 à 2.2.6. • 
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2.2.3 Bord conforme de AdS"1 
On peut définir Ein" comme étant le bord conforme de l'espace anti-de Sitter. 
Comme AdS"'1 est défini dans R" 2. il suffit de montrer que son bord est 
PN"'2 = (Nn'2-0n+2il)/=, 
où x = y si et seulement si il existe k  € R^ tel que x = k y .  Suivant le développement 
de la section 3.2.2 de la thèse de Clara Rossi Salvemini [Rosl2], on considère le quotient 
——n,2 
de R par l'action des multiples scalaires positifs, PR . 
Dans cet espace, notons x la classe de x. Si {x, x) < 0, alors il existe un unique 
~ n-2 
x' G x tel que (x', x'} = —1. Donc, AdS" est en bijection avec les classes de PR dont 
-'71,2 
la pseudo-norme est négative. On conclut donc que le bord de AdS"' dans PR est 
'71,2 ^-"^--71—1.1 
l'ensemble des classes de pseudo-norme nulle. Cet ensemble est PN = Ein 
2.3 Visualisation de Ein""11 
On a vu différentes façons de représenter abstraitement l'univers d'Einstein. On 
présente maintenant, pour les cas n = 2 et n = 3, différentes façons de visualiser Ein""1'1. 
2.3.1 Base diagonale 
Considérons l'univers d'Einstein dans une base telle que la forme bilinéaire de R"'2 
est engendrée par 
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On notera Ein^^'1 l'univers d'Einstein dans cette base. De plus, lorsque cela semble 
nécessaire, on notera xdiag les points de EinJJ"^1. Pour tout x € Ein^"*'1, 
x 
X ~  
n+1 '  n+2 
De plus, comme x ~ —x, on suppose que xn+2 > 0 et que xn+\ — 1 si xn+2 = 0. 
On a ainsi un unique représentant pour chaque classe d'équivalence de la projection de 
NÎ2\{0n+2,}. 
Cas n = 2 
Lorsque n = 2, 
PNf =* (S1 x S1) /± 
est homéomorphe à un tore. Soit 0 et é les angles des deux cercles. On suppose sans perte 
de généralité que O<0<27retO<<i><7r avec identification 
+ 7T 
<t>) \4> + TT 
On peut afficher en trois dimensions Ein1,1 avec coordonnées 
f ( R  +  r c o s 9 )  c o s < ^  
(Ii + rsinfl) cos0 | . 
r sin 4> 
où R. r G R+, R > r. Dans les images de ce mémoire, R = 2 et r = 1. On obtient un 
demi tore tel que les deux cercles de bordure sont identifiés par l'application antipodale. 
On peut voir l'identification des bords à la figure 2.1. Si l'on considère Eindtas, alors on 
a un tore entier. 
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J \ 
Figure 2.1 - L'identification de Ein^* au bord du tore. diag 
Cas n = 3 
Lorsque n — 3. on désire exprimer PN^'2 avec trois paramètres pour la visualisation. 
On a que 
Ein" = (S2 x S1) l± 
Ein^ = S2 x S1 = 
(cos 0 sin v '  sin 0 sin V-' cos tp cos 6 
sin 6 
'  cos 0 sin 1p \  
sin <p sin ip \  
cos ip I 
cos 8 )  
sin 6 '  
0  < (p <  2 7 T.  O < ^ ' < 7 r , O < 0 < 7 r >  e t  
0 < (p < 27r, 0 < tp < 7r, 0 < 9 < 2ir 
On peut donc simplement afficher ^ ip ^ avec les identifications suivantes : 
dans Ein24 
'  0 \  / ( p  +  n  
i b  1  ~  \ - K  —  t p  
e  \ 9  +  7 T ,  






1Ù l ~ 
< p  +  7 T y  
-Ù' 
e  
2 1 -—-2,1 / <t> 
de vecteurs de Eind;;ng dans Eindiao projeté sur | v 
Cette projection n'est pas conforme. On peut voir à la figure 2.2 le relevé de trois paires 
2,
diag 
Il peut toutefois se révéler difficile d'effectuer des visualisations avec cette projection 
à cause des nombreuses identifications. Pour diminuer le nombre de points à identifier. 
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Figure 2.2 - Le relevé de trois paires de vecteurs de Ein^ , en noir, représentées sous 
—-—-2,1 
la forme (<p w 9) dans Einrfias. L'ensemble des points non uniquement identifiés sont en 
gris pâle et en gris. Le changement de couleur marque une délimitation entre les deux 
--—--2 1 
copies de Ein2'1 dans Ein . Cette délimitation est arbitraire. 
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on utilise une projection P non conforme de S2 vers le disque de rayon TT qui n'a qu'un 
seul point singulier, le pôle Sud ^ ^ : 
P : S2 t t D  2 . 
cos é sin y 
sin è sin ib 
cos '(i> 
v cos à 
i!j sin <$> 
On envoie (S2 x S1)/± vers un cylindre solide TTD2 X [0, TT) : 
y: Eindiis -> ^ x [°: ?r): 
(cos 4> sin ib\ 




tp cos <(r 
i-> I il> sin i 
-2.1 
On peut définir la même fonction de Eindi vers TTD2 x [0, 2IR) en supposant que 9 G 
[0, 2 n ) .  La figure 2.3 présente le relevé d'une paire de vecteurs de Ein 2 ,1  diag'  
Dans ce cas. avec les identifications précédentes, on trouve que dans EindJ 2 , 1  diag 
*V' COS 
-</; sin 4> 
'(ip — TT) COS 0N 
{il: — TT) sin À 
9 + 7T 
Cette projection a l'avantage de n'avoir qu'un seul point de S2 pour lequel la pro-
jection n'est pas bien définie. Les disques 9 = 0 et 9 — TT sont identifiés par l'application 
antipodale sur S2. Concrètement, cela envoie le centre du disque vers le périmètre du 
disque. Cette projection sera utilisée pour la visualisation dans le cadre de ce mémoire. 
——-2.1 
Les images présentées seront dans FÀxidiag. Il est important de se souvenir que cet espace 
contient deux copies de Ein^ . Pour faciliter la visualisation, un contour est ajouté à ces 
images, représentant l'image du pôle Sud ^ ^ x S1. L'ensemble des points non unique-
ment identifiés sont en gris pâle et en gris. Le changement de couleur délimite les deux 
-2.1 
copies de Ein dans Ein . Cette délimitation est arbitraire. 
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^ ; 
9 i -—-2,1 
Figure 2.3 Une paire de vecteurs de Einrf;a;? représentée dans EindiQ3 par 
(V> cos 4> 4' sin <T> 0) . Encore une fois, l'ensemble des points non uniquement identifiés sont 
en gris pâle et en gris. Le changement de couleur délimite deux copies de Ein2,1 dans 
—-2.1 
Ein . Cette délimitation est arbitraire. 
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2.3.2 Base du plongeaient 
Supposons maintenant que la forme bilinéaire de Rn 2 est engendrée par Q. On notera 
Ein"^i1 l'univers d'Einstein dans cette base. De plus, on notera un point de Ein"^1. 
Pour passer de cette base à Ein^,"*'1 il suffit d'appliquer la matrice de passage 
( ln-l  On-!,!  0n_!j On-i,!^ 
p Ol,n-l 0 | | 
p= 1 0 0 
\0l,7l—1 0 | 2 / 
à un point de R^'2 : 
^dtag P^Min-
On utilisera parfois l'espace de Minkowski pour visualiser l'univers d'Einstein. Par contre, 
ce modèle a le désavantage de ne pas montrer les « points à l'infini » de l'espace de 
Minkowski. Il existe une méthode pour visualiser la compactification de Min"-1'1 en n 
dimensions bornées. 
Diagramme de Penrose pour Min21 
On représente la compactification conforme de l'espace de Minkowski avec un dia-
gramme de Penrose suivant la section 17.4 du livre de Ray d'Inverno [d'I92]. Ce di-
agramme, utilisé d'abord par Roger Penrose, sert à illustrer la structure causale d'un 
espace-temps. De plus, il permet de visualiser les « points à l'infini ». Dans notre cas, il 
permet de visualiser l'univers d'Einstein entièrement. 
On construit le diagramme pour n = 3. Généralement, cette construction est faite 
dans le cas n = 4. La construction est totalement analogue. 
Considérons donc le cas de Min^'1. Le principe est d'utiliser la fonction arctangente 
pour borner les coordonnées. D'abord, pour ne borner que deux coordonnées, on utilise 
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les coordonnées polaires pour les coordonnées de type espace xi = rcos#. x-2 = rsin#. 
Alors, on doit borner r' et .1-3 — I'. Posons 
t = arctg(t' + r') + arctg(f' — r'), et 
r  =  a r c t g ( Z '  4 -  r ' )  —  a r c t g ( £ '  —  r ' ) .  
Alors, —7T < t + r < tt, —n < t — r < n et r > 0. 
On peut alors afficher le couple ( \ ) en prenant note que chaque couple correspond 
à un cercle dans l'univers d'Einstein. C'est ce qui est généralement fait lorsque n = 4, 
mais alors chaque point correspond à une sphère. On peut aussi, et c'est ce que l'on fait 
dans ce mémoire, afficher ^rsj'néQ. 
Ce graphique est borné par l'union de deux cônes, l'intérieur représentant les points 
de Min2'1, la frontière représentant les « points à l'infini ». Le cercle r = TT (ou encore 
t — 0) correspond à un unique point que l'on identifie aux deux points r = 0 (ou encore 
Pour comprendre ces identifications, on trouve des fonctions pour le bord de l'espace 
de Minkowski. On a que 
d'un diagramme de Penrose à la figure 2.4. 
Ce modèle est pratique pour visualiser Ein2'1. car il est compact et ses identifications 
sont relativement simples. De plus, il facilite l'utilisation de nos connaissances de Min2'1. 
-—2.1 
Par contre, il n'admet pas de généralisation évidente pour Ein . 
t = ±7r). Ce point est l'image de I 0 
• — arctg(/)) cos t 
\ — arctg(Z)) sin t 
7r/2 + arctg(i) 
; — arctg(Z)) cos t 
r — arctg(Z)) sin t 
7t/2 + arctg(Z) 
/cos t\ 
\ 0 




Figure 2.4 - Le bord d'un diagramme de Penrose de dimension trois. Les points de la 
frontière identifiés deux à deux sont en gris pâle et l'autre point est en noir. 
Si l'on suppose plutôt que n = 2, alors on transforme les deux coordonnées pour 
qu'elles deviennent bornées de façon similaire et on obtient un diagramme de Penrose pour 
Min1,1. La frontière de ce diagramme est présentée à la figure 2.5. Dans ce diagramme, 
les côtés opposés sont identifiés; on retrouve donc que Min1'1 est un tore. 
2.4 Propriétés de Ein" 11 
Dans cette section, on présente différentes propriétés de l'univers d'Einstein. 
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Figure 2.5 - Un diagramme de Penrose présentant le bord de la compactification de 
l'espace de Minkowski de dimension n = 2. 
2.4.1 Propriétés topologiques 
Orientabilité 
L'univers d'Einstein Ein"-1'1 est orientable si n est pair et non orientable si n est 
impair. En effet, l'application antipodale de S™ renverse l'orientation si et seulement si n 
—--n-1,1 
est pair. Le revêtement double de l'univers d'Einstein Ein est toujours orientable et 
connexe. 
Groupe fondamental de Ein71-1'1 
Le groupe fondamental de l'univers d'Einstein est : 
f Z2 si n = 2 
\Z si n > 2. 
En effet, on a vu à la section 2.2.1 que 
Ein"""1'1 ^ (S71"1 x S1) / ±  ^  S""1 x ( S x / ± ) .  
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De plus, le groupe fondamental de 
c " _ / Z si n — 1 
~ \ 1 si n > 1 
et le groupe fondamental de S1/± est Z. 
Groupe de transformations conformes 
Les transformations conformes de Ein""1,1 sont de la forme 
où N G SO(n, 2) = 0(n. 2)/ ~ et N ~ N' € 0(n, 2) si et seulement si il existe k  G R tel 
q u e  N  =  k N ' .  
2.4.2 Espace modèle 
On a introduit à la section 2.1.3 les trois espaces conformément plats lorentziens 
modèles. Dans cette section, on montre qu'ils sont tous inclus dans l'univers d'Einstein. 
Proposition 2.4.1. L'espace lorentzien conformément plat Min™-1,1 de dimension n est 
un sous-espace de Ein"-1'1. 
Démonstration. On considère la fonction 
de la section 2.2.2. Comme c est un difféomorphisme sur son image, voir lemme 2.2.4, 
x —» Arx, 
c : Minr1,1 -> PN[f 
Im(c) est un sous-espace de PN"'2 = Ein" 1,1 • 
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Proposition 2.4.2. L'espace lorentzien conformément plat dSn 1,1 de dimension n est 
un sous-espace de Ein"-1'1. 
Démonstration. Considérons 
DS£ = {XÉ R£X  :< x , x > n =  L} 
= R-n'1 : H ^ xl,-i - xnxn+i = 1} • 
Alors, dS"2 se projette dans EÛI q 11 par 
p : x H-* 
/ X\ \  




| |  p ( x )  x1 H h xl_1 - 1 - xnxn+1 = 0 
X G  dSn-
• 
Proposition 2.4.3. L'espace lorentzien conformément plat AdSn 1,1 de dimension n est 
un sous-espace de Ein"-1'1. 
Démonstration. Considérons 
AdS^ — {.r 6 Rq 1,2 :< x.x >n= — l} 
= { x  € Rj""1'2 : x\ H  h  x n „ 2  -  x2n_l  - xnxn+1 = - l }  . 
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Alors. AdS"; se projette dans Ein"2 1,1 par 
/ ii \ 
En effet 





x € AdSr 




Les objets de l'univers d'Einstein 
Dans ce chapitre, on définit les différents objets de l'univers d'Einstein comme à la 
section 2.3 de [BCD+08]. L'accent est mis sur la visualisation de ces objets en dimensions 
deux et trois. 
3.1 Photons 
Un sous-espacc W de (V. (•••)) est totalement isotrope si tout les vecteurs de cet 
espace sont de type lumière. Un plan totalement isotrope est un sous-espace totalement 
isotrope de dimension deux : 
P(x, x') = jax -f bs! € Rn'2 (ax + 6x'. ax + bx') = 0, a,b € R et x, x' € Rn'2 j 
Définition 3.1.1. Un photon est le projectifié d'un plan totalement isotrope dans R"'2. 
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(a) La compactification d'une droite de type 
lumière de Min1'1 : (t + 1 t 2t -h 1 1 YMin U 




( i i 2  o y M i n  
Figure 3.1 - Deux photons de Ein^in. 
3.1.1 Exemples 
Cas n — 2 
On considère EinlA}in. Les photons sont soit la compactification d'une droite de type 
lumière de Min1'1, soit de la forme 
{ ( t\ 
±t 
1 
I V 0 / ;  
t e R > u  
Afin 
/ i \ 
±i 
o 
V 0  /  A/m 
Dans le diagramme de Penrose, c'est l'ensemble des droites de pente ±|, incluant le 
bord. On voit à la figure 3.1 deux exemples de photons dans le diagramme de Penrose 
de dimension deux. 
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o 
Figure 3.2 L'image de (t 1 t 1 )dtag U (1 0 1 0)diag dans le tore. 
Si l'on considère Ein^j-* , on peut trouver la forme générale d'un photon en appliquant 






0 1 0 0 
^0 0 
1 
2 5 ) 
au photon de Ein^/iri. On trouve que les photons sont engendrés par 




d zt  1  
K l )  dtag \ 0  ) 
Les photons font le tour de chacun des cercles de S1 x S1. On voit à la figure 3.2 un 
-—-i,i 
exemple de photon dans Eindi . 
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Cas n — 3 
Dans Ein^'/jn. les photons sont soit la compact ificat ion d'une droite de type lumière 
de Min2'1, soit de la forme 




tz z x , y ,  z  E  R sont fixés, x 2  +  y 2  —  z 2  =  0 et t  €  R 
1 0 
w Min \0/ Min > 
Dans le deuxième cas. les photons sont entièrement compris dans Ein2,1\Min21. On peut 
voir à la figure 3.3 trois photons dans ce modèle. 
Ensuite, dans Ein^ , on voit que les photons sont encore une combinaison de deux 
cercles, l'un dans S2, l'autre dans S1. Comme la projection que l'on utilise n'est pas 
conforme, les photons vont sur des courbes. On voit à la figure 3.4 deux exemples de 
photons. 
3.1.2 Propriétés 
Lemme 3.1.2. Les photons sont préservés par les isométries de Einn_1,1. 
Démonstration. Soit P(x. x') un plan totalement isotrope dans R^f, alors pour tout 
y G P(x, x') et tout N G 0(n, 2), on a 
( N y Y M ( N y )  =  y t ( N t M N ) y  
= y4 A/y = 0 
De plus N est linéaire, donc Ar(P(x, x')) est aussi un plan totalement isotrope dans 
K f -  • 
Théorème 3.1.3. Les photons ne sont pas homotopiquement triviaux. 
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L 
(a) Un photon comme la compactification d'une 
droite de type lumière : (0 - t t 0 U (0 — 
11 o oyMm. 
(b) Un photon comme la compactification d'une 
droite de type lumière : (1 —tt 0 l)^fm U (0 — 
1  - i o o ) i f m .  
(c) Un photon entièrement compris dans 
Ein2'1\Min2'1 : (t t 0 1 0)^in U (1 1 0 0 0)'Min. 
Figure 3.3 - Trois photons de Ein^in. 
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\ 
( a )  ( t i  0 1 iydiag U ( 1 0  0 1  oydiag ( b )  ( t o i n j ^ u t i o o i o ) ^  
Figure 3.4 - Deux photons de Ein 
2,1 
diag'  
Démonstration. En vertu du lemme 3.1.2, on considère sans perte de généralité que le 









V 2 /  diag 
tx i 
t x 2  
\ 















x2 / diag 
et on voit que la projectification de P' est p x S1 pour un p €E S"-1, donc la courbe en-
gendrée par P' n'est pas homotopiquement triviale, et par conséquent le photon engendré 
par P non plus. 
) . Soient f ( t )  
X 2  * diag 
Finalement, si n = 2. alors un photon est le projectifié de x = 
le chemin effectuant une fois le tour du premier cercle dans S1 x S1 et g ( t ) le chemin 
effectuant une fois le tour du deuxième cercle. Alors, 
x  ~  U  °  g )  (0 
n'est pas homotopiquement trivial. • 
3.2 Cône de lumière 
Le cône de lumière d'un point p £ Ein"^1'1 est l'union des photons passant par p : 
I ' ( P )  ~ LJ Proton p G /| . 
Il est équivalent de le définir comme étant la projectification de l'ensemble des vecteurs 
nuls orthogonaux à p dans R"'2 : 
L ( p )  =  jx G PNn'2| (x. p )  =  0} .  
(a) L ( p )  dans le diagramme de Penrose, p  =  (b) Le double revêtement d'un cône de lumière 
(1 0 1 1 )\nn. L(p) sur le tore, p = (1 0 1 0)ldlag. 
Figure 3.5 - Deux cônes de lumière de l'univers d'Einstein. 
Le point p  est un point singulier de L ( p ) ,  c'est-à-dire que L ( p )  n'est pas lisse en p .  De 
plus, L(p)\p est homéomorphe à Sn_2 x R. 
3.2.1 Exemples 
Cas n — 2 
Si n  =  2, un cône de lumière L ( p )  contient deux photons s'intersectant en p .  On voit 
à la figure 3.5 un exemple de cône de lumière L(p) dans le diagramme de Penrose et le 
double revêtement d'un cône de lumière dans le tore. 
Cas n = 3 
Si n = 3. un cône de lumière L ( p )  est homéomorphe à un tore pincé en p .  On présente 
à la figure 3.6 deux cônes de lumière dans Ein^'/in et à la figure 3.7 les mêmes cônes dans 
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Figure 3.6 - Deux cônes de lumière L ( p ) dans le diagramme de Penrose. 
3.3 Carte de Minkowski 
Définition 3.3.1. Pour chaque point p G Ein"-1'1, on définit la carte de Minkowski avec 
sommet p comme étant le complément du cône de lumière défini par p. 
Si l'on considère la compactification de l'espace de Minkowski telle que présentée à la 
section 2.2.2, on remarque que les « points à l'infini » ont leur dernière coordonnée nulle 





G Ein n —1,1,  Min -
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(a) p = (0 0 1 1 0)'dtag (b) p = (1 0 01 oydtag 
'—^2,:l Figure 3.7 - Deux cônes de lumière L{p) dans Eindiaa. 
Ein ' \Min ' = L(Po 
Considérer la carte de Minkowski en p revient à envoyer p vers le point impropre px de 
Min""1'1. 
Dans la compactifieation d'une carte de Minkowski, certains points se démarquent. 












(&) Poe dans Ein d l a g .  
. 2 , 1  
(b) p 0  et L ( p o )  dans EinJlaj. 
et de l'origine 












V 1 /  diag 
On a déjà décrit le cône de lumière de Le cône de lumière de p 0  dans Ein^^'1 est 
l'ensemble des points de PN"'2 dont l'avant-dernière coordonnée est nulle. Ces points 




Une hypersphère dans l'univers d'Einstein est la projectification de 
xx n Nn'2, 
où x n'est pas de type lumière et 
- |x' € R/1'2 (x',x) = 0} . xx 
Si x est de type espace, on dit que c'est une hypersphère d'Einstein. Dans ce cas, 
l'hypersphère est la compactifïcation d'un espace de Sitter de dimension n—1 appartenant 
à Ein™-1'1. Une hypersphère d'Einstein est de signature (n — 2, 1). 
Si x est de type temps, on dit que c'est une hypersphère de type espace. Dans ce cas, 
l'hypersphère est la compacification d'un hyperplan de dimension n — 1 dans une carte 
de Minkowski de dimension n. Une hypersphère de type espace est définie positive. 
3.4.1 Exemples 
Cas n — 2 
Lorsque n = 2. une hypersphère d'Einstein est homéomorphe à 
M x s1 
pour p 6 S1 et une hypersphère de type espace est homéomorphe à 
S1 x {p} 
pour p G S1. 
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(a) Deux hypersphères dans le diagramme de 
Penrose. 
(b) Deux hypersphères dans Ein 
1,1 
diag '  
Figure 3.9 - Deux hypersphères de Ein11. En pointillé, une hypersphère d'Einstein 
(0 1 cosi sin£)^iaa. En trait plein, une hypersphère de type temps : (cos t sin£ 0 1 )^ag-
Pour le montrer, on remarque que dans Rn'2 les vecteurs de type temps et espace 
sont tous deux préservés par 0(n, 2) et que la topologie d'un sous-espace est préservée 
par 0(n, 2). Ainsi, il suffit de considérer un cas particulier. Par exemple, considérons 
x = 0 
0 w 
G R n. 2 'a ' 
l'hypersphère d'Einstein engendrée par x est 
/ 0 \ 
1 
cos t 
\m UJ ,i ,a g  
où 0 < / < 2tt. À la figure 3.9. on voit des exemples d'hypersphères dans Ein1'1. 
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Cas n = 3 
Lorsque n = 3. une hypersphère d'Einstein est homcornorphe à Ein1'1, qui est un 
tore, et une hypersphère de type espace est homéomorphe à une sphère. 







/ 0 \ 
cos t  
sin t  
cos s 
sin s ) diag 
où 0 < t < 2ir, 0 < s < 7r, ..+i7r). Celle-ci est homéomorphe à Ein11. De plus, 













où 0 < t  < 2TT, 0 < s < 7r, qui est une sphère. À la figure 3.10. on voit des exemples d'hv-
persphères d'Einstein dans Ein2'1 et à la figure 3.11 on voit des exemples d'hypersphères 
de type espace dans Ein2'1. 
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(a) L'hypersphère engendrée par (1 0 0 0 0)^ja9, 
(0 cos t sin t cos .s sins)^ dans le diagramme 
de Penrose. 
(b) L'hypersphère engendrée par (1 0 0 0 0)^ia9. 
2 ,1  
(0 cos t sinf cos s sins)^lag dans Eindia9. 
(c) L'hypersphère engendrée par (2 0 0 1 0)^ , 
(cos t/y/3 cos s  sin s 2cosi/\/3 sin<)^ta9 dans 
-7-2.1 
Figure 3.10 - Des hypersphères d'Einstein. 
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—^—2,1 
(a) Dans le diagramme de Pcnrose. (b) Dans Eindiag. 
Figure 3.11 - L'hypersphère de type espace engendrée par (0 0 0 0 l)^ag 





Soient V une variété, G un groupe agissant sur V et p un point de V. 
Définition 4.1.1. Un domaine fondamental de l'action d'un groupe G sur une variété 
V est un domaine fermé R de V tel que l'image de R par G couvre V et tel que l'identité 
est le seul élément g de G tel que 
On peut définir le domaine fondamental en fonction des orbites de l'action d'un 
groupe G (voir section 1.2). En effet, un domaine fondamental R possède au moins un 
point de chaque orbite. De plus, si une orbite intersecte R en son intérieur, alors cette 
orbite n'intersecte R qu'en un seul point. 
Exemple 4.1.2. Par exemple si V — R2 et 
Int(R) fl Int(g(R)) ^ 0. 
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alors 
/<= {(y) !'r ^ [ 1/2-1/2], y € Rj1 
est un domaine fondamental de l'action de G sur V. 
On veut borner des domaines fondamentaux dans une variété lorentzienne. Souvent, 
pour trouver de tels domaines, on utilise une hypersurface équidistante entre deux points. 
Par exemple, pour le domaine trouvé à l'exemple 4.1.2, R est borné par 
9 R  = { (*) \ d ( z ,  0)-(,.(0))}U{ (*) H-' 0) = d  (*. SF" ( (°) )) } • 
où g*1 ((y)) est la première coordonnée de g^1 ((y)) et 
d(x, x') = \x — x'\ 
est la distance euclidienne entre x et y. Or, on ne peut pas utiliser la même technique dans 
l'univers d'Einstein, car il n'existe pas de notion de distance dans une variété lorentzi-
enne. Pour borner des domaines fondamentaux dans Min2,1, Todd Drumm, dans sa thèse 
de doctorat [Dru90], a introduit les plans croches (voir figure 4.1). Ces derniers sont 
l'analogue lorentzien d'une surface équidistante dans Min2,1. 
Ensuite, Barbot, Charette, Drumm, Goldman et Melnick [BCD+08], suivant l'idée de 
Charles Frances [Fra02], ont défini une surface croche comme étant la compactifîcation 
d'un plan croche. Les surfaces croches servent à borner des domaines fondamentaux dans 
Einn"u. 
4.2 Plan croche 
On peut penser à un plan croche 6 comme étant une surface linéaire par morceaux. 
Cette surface est une variété topologique sans bord. Par contre, ce n'est pas une variété 
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lisse. Cette surface est composée de deux demi-plans, appelés les ailes, que l'on notera Wj 
et W2 ou Mi et M2 selon l'orientation, et deux morceaux de plans symétriques appelés 
la tige. S. La tige est l'union de deux triangles infinis bornés par deux droites de type 
lumière. lr et l2. se touchant en un point p. Chacune des droites /, borne aussi le demi-
plan W; et le demi-plan M,. Un plan croche est uniquement déterminé par le point p 
et la direction normale x de S. La direction normale de S est un vecteur orthogonal à 
S. c'est-à-dire un vecteur x tel que (y,x) = 0 pour tout y G S. C'est un vecteur de 
type espace. On introduit dans cette section les plans croches. Pour un traitement plus 
détaillé, voir l'article de Drumm et Goldman [DG92\ 
4.2.1 Les ailes d'un plan croche 
Soit x G R2'1 un vecteur de type espace. Alors xx est un plan de type (1, 1), où xx 
est l'ensemble des vecteurs orthogonal à x tel que défini à la section 3.4. Le plan xx a 
deux directions nulles. Soient x~, x+ G xx deux vecteurs de type lumière, tels que X3 > 0 
et que {x, x~,x+} forme une base orientée positivement de R2'1, voir la figure 4.2. 
Soit 1 G R2,1 un vecteur de type lumière. Alors l-1 est un plan tangent au cône de 
lumière, tel que 1 G l"1. La droite engendrée par le vecteur 1 sépare l-1 en deux demi-plans : 
comme on peut le voir à la figure 4.3. 
Soient p G Min2,1 et x G R21 un vecteur de type espace. Les ailes positivement 
orientées du plan croche déterminé par p et x sont : 
Wj(p. x) = p 4- dp+(x ) et W2(p. x) = p + dp+(x+). 
Les ailes négativement orientées du plan croche déterminé par p et x sont : 
Mi( p . x ) = p  +  d p  (x ) et M2(p,x) = p  +  d p  (x+). 
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Figure 4.1 - Un plan croche dans Min2,1 vu sous différents angles. On trouve en gris pâle 
la droite de type espace engendrée par x, en noir avec un trait plein le photon li, en noir 
en pointillé le photon I2, en gris la partie futur de S, en gris pâle la partie passé de S, en 
pointillé une aile Wx et en ligné l'autre aile W2. 
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Figure 4.2 x est un vecteur de type espace, x . x+ € x1 et {x, x , x+} forme une base 
orientée positivement. 
Figure 4.3 - La droite de type lumière engendrée par x sépare xx en deux demi-plans. 
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4.2.2 La tige d'un plan croche 
Soient p G Min21 et x 6 R2 1 un vecteur de type espace. La tige d'un plan croche 
déterminé par p et x est 
S(p, x) = p + { yex1  <y, y)  < 0 j  . 
où x1- est tel que défini à la section 3.4. 
4.2.3 Plan croche 
Soient p G Min2,1 et x G R2 1 un vecteur de type espace. Un plan croche positivement 
orienté déterminé par p et x est : 
C+{p. x) = Wi(p,x) U W2(p, x) U S(/>,x). 
Un plan croche négativement orienté déterminé par p et x est : 
C~(p, x) = Mi(p, x) U M2( p ,  x) U S(p, x). 
4.3 Surface croche 
Définition 4.3.1. Soient p G Min2'1 et x G R2-1 un vecteur de type espace. Une surface 
croche est un élément dans l'orbite par SO(3.2) de c(C+(p,x)). 
Si on se restreint à la composante connexe de l'identité de SO(3, 2), notée 6'O0(3, 2), 
alors on n'obtient que la moitié des surfaces croches, que l'on nommera les surfaces pos-
itivement orientées. Pour avoir l'autre moitié, on doit appliquer 50°(3,2) à c(C~(p,x)). 
On nommera ces dernières des surfaces croches négativement orientées. 
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4.3.1 Description détaillée d'une surface croche 
Une surface croche est déterminée par quatre points, que l'on notera po. p\, P2 et p0c 
et contient quatre photons, que l'on notera l\. I2. 0\ et ç>2• Les photons et I2 passent 
par po, tandis que 4>x et passent par px. enfin lt et passent par pt, i £ {1,2}. De 
plus, une surface croche est l'union de quatre surfaces ; la tige, qui possède deux parties 
disjointes S+ et S et les ailes Wx et W2. Chaque partie de la tige est bornée par la 
moitié de chacun des quatre photons et W, est bornée par lt et On voit un exemple 
de surface croche à la figure 4.7. 
On débute avec un ensemble de quatre points 
^ = {P0,Pl,P2,Poo} , 
tel que po et px ne sont pas incidents et pi et p2 sont sur le cercle de type espace à 
l'intersection des cônes de lumière de p0 et de p^, voir figure 4.4. 
La tige 
Soient p, q € Ein2 1 des points qui n'appartiennent pas au même photon. Le complément 
Ein2,1\ (L(p) U L(q)) de l'union des cônes de lumière en p et en q a trois composantes 
connexes. Pour décrire ces composantes, on considère la carte de Minkowski de q et on 
analyse L(p) comme un cône de lumière dans Min2,1. Ce dernier découpe l'espace de 
Minkowski en trois composantes connexes, voir la figure 4.5 : 
1. F P ( p ) correspond à l'ensemble des points r de Min2 1 tels que r  —  p  est un vecteur 
de type temps pointant vers le futur, c'est-à-dire des points r tels que la dernière 
coordonnée du vecteur tangent est positive; 
2. F P ( q )  correspond à l'ensemble des points r  de Min21 tels que p  —  r  est un vecteur 
de type temps pointant vers le futur, c'est-à-dire des point r tels que la dernière 





(a) Dans le diagramme de Penrose. 
— 2 , 1  
(b) Dans Eindlas 
Figure 4.4 - Lïntersection de deux cônes de lumière issus de points non-incidents. Les 
points sont en noir, leurs côncs de lumière en gris et leur intersection en pointillé. 
3. La dernière composante connexe est composée du reste de Min2,1. 
Dans R3'2, les droites définissant po, pi, Vz et sont indépendantes. Ainsi, elles 
engendrent un sous-espace de dimension quatre. C'est un sous-espace de type (2,2). En 
effet, si on prend deux points non incidents, comme 
/0\ /0\ 
0 





W \o / 





FP(p) H 2 
i <r: 1 h 
' FP(q) 
ir \ 
Figure 4.5 - Les trois composantes connexe de Min2'1 privé d'un cône de lumière. 
Peu importe quels deux points on choisit pour Pi et P2, l'unique vecteur v tel que 
{ v ,  P i )  =  0 
pour i 6 {0,1,2, oc} est de type espace. Comme 0(3,2) peut envoyer tout point non 
incident vers PQ et PX, la projectivisation du cône de lumière de l'espace engendré par 
Po, Pi, P2 et Poo est une hypersphère d'Einstein : 
Einu(0>). 
On définit la tige d'un plan croche engendrée par T par 
S (?) = Einu(0>) n ( F P ( p o )  U F P ( P o o ) ) .  
Les ailes 
Les photons ox et l, coupent le cône de lumière de pt, i, £ {1,2}, en deux parties, 
voir la figure 4.6. Il existe deux façons de choisir ces demi-cônes de lumière pour qu'ils 
ne s'intersectent pas, une donnant une surface croche positivement orientée et l'autre 
donnant une surface croche négativement orientée. 
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(a) Dans le diagramme de Penrose. 
Figure 4.6 - Le cône de lumière de pt en gris coupé par les deux photons, lt et fa, en noir. 
4.3.2 Exemple 
Comme l'action de S O ( n , 2) est transitive sur les surfaces croches, on pourra restrein-
dre plusieurs preuves à une surface croche. On définit donc dès maintenant une surface 
croche que l'on réutilisera. On considère la compactification du plan croche centré à 
l'origine de l'espace de Minkowski, avec 
6 Mm 
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A f i n  
• l 0 / I[îin 
( I  
a  
P I  
Poe 
f e R  / 2  
A f i n  
s+ = 
s = 
I I '! -
^2 = 
t € R > 02 
0  /  M i n  
i) 
v 0 / Min 
i 
\ 1 / Min 
M t G R 
Mîti Min 
1 / A/in 
1 / Min 
* 1 / À/m 
n 
y, z G R, y2 — z2 < 0, z > 0 
y, z e R, y2 — z2 < 0, z < 0 
x, y G R, x > 0^ 
x. y G R, x < 0 > 
On peut voir SC représentée dans deux modèles à la figure 4.7. 
4.4 Propriétés 
Lemme 4.4.1. Les surfaces croches ne sont pas orientables. 
Démonstration. Pour montrer que les surfaces croches ne sont pas orientables, il suffit de 
montrer que SC n'est pas orientable. Pour ce faire, on montre qu'il existe une trajectoire 
qui renverse l'orientation dans SC. 
62 
(a) Dans le diagramme de Penrose. (b) Dans le diagramme de Penrose. 
(d) Dans Ein, 
Figure 4.7 - SC représentée dans deux modèles. Le point po est en gris, pi est en gris 
foncé, p2 est en gris pâle, px est en noir, 11 est en noir avec un trait plein, I2 est en noir 
en pointillé, 4>i est en gris avec un train plein, fa est en gris en pointillé, S est en pointillé 
et ligné, Wx est en gris et W2 est en gris pâle. 
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Dans ce cas. P G S et P € W2. On construira trois familles de chemins dont l'union 
est continue et l'orientation n'est pas conservée. Les chemins qui sont dans la carte de 
Minkowski du point impropre correspondent à des vecteurs de l'espace de Minkowski. 
Tous les chemins considérés ont pour point de départ un point de P. De façon con-
tinue, les chemins changeront de côté. 
D'abord, soit 3 la famille composée des chemins de S 
ct : [0,1] -> SC 
( ° X 
t — s 
S I—^ t -}~ 5 
-4 st 
V 1 ) 




( 0 \ 
t — s 
t + s 
-4 st 
V 1 / Mm 




V 0 / Min 
De plus, lorsque t — 0. on retrouve dans 3 le chemin c0 
c0 : [0,1] -> SC 
( ° \ 
—s 
S h-> S 
0 
V i / 
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Dans W2. on considère la famille de chemins 3* 
c't : [0. 1] ->• SC 
s i-> (1 — s) 
/ 0 \ 
- { t  4- 1) 
- ( t  +  1 )  
0 
V 1 ) 
+ s 
Min 
( ~ 2 { t  +  l ) \  
~(l + l)2 
~ ( t  +  l ) 2  
4 ( t  +  l ) 2  
V 1 II M in 
où < E R,. Comme 
lim c t ( s )  
t—ïOC 




V 0 / M in 
!fU?' est une famille de chemins continue. 
Pour y, lorsque t = 0, on a le chemin c'0 partant de 
c'0 : [0,1] -> SC 
s i—y (1 — s) 
f o \  f - 2 \  
-1 -1 
-1 + s -1 
0 4 
K i )  Min Min 
Ajoutons à 3 U 3' la famille 3" C W2 constituée des chemins 
c'/ : [0,1] -> SC 











V I /  M m 
où —1 < /, < 0. Dans ce cas, lorsque I, — — 1, le chemin de de 3" est cf0 6 3', mais lorsque 
t ~ 0, le vecteur a le même point de départ que CQ sur P, mais son point d'arrivée est de 
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(a) Dans l'espace de Minkowski. (b) Dans le diagramme de Penrose 
Figure 4.8 - Les vecteurs de "J sont en noir, ceux de JF' sont en gris foncé et finalement 
ceux de 3~" sont en gris pâle. 
l'autre côté de P. L'orientation est donc renversée. On peut voir à la figure 4.8 les trois 
familles de chemins. • 
Théorème 4.4.2. Une surface croche est homéomorphe à une bouteille de Klein. 
Démonstration. On a une décomposition en polygones d'une surface croche (SC). Le 
nombre de points de cette décomposition est p = 4, le nombre de segments est l = 8 et 
le nombre de faces est / = 4. On peut évaluer la caractéristique d'Euler de SC : 
x ( S C )  = P  -  l  +  /  =  0 .  
On conclut, en vertu du théorème de classification des surfaces compactes et du 
lemme 4.4.1 que SC est homéomorphe à une bouteille de Klein. • 
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Définition 4.4.3. Soit T un espace topologique. Un sous-espace connexe S C T a deux 
côtes s'il existe un voisinage U C T de S tel que (T\S) n U n'est pas connexe. 
Théorème 4.4.4. Une surface croche a deux côtés. 
Démonstration. Sans perte de généralité, on montre que SC a deux côtés. On effectue 
la preuve dans la base de On se place dans la carte de Minkowski C(poc) de px. On 
a que 
se n  c( Poo) = P o u / 1 u i 2 u w 1 u w 2 u s .  
Cette surface a deux côtés dans Min2,1. Pour que SC possède deux côtés, les jointures en 
0i et en 02 doivent conserver les côtés. Pour le prouver, on utilise une stratégie semblable 
à celle utilisée pour démontrer le lemme 4.4.1. 







vv Al in  
Encore une fois ce chemin correspond à un vecteur dans la carte de Minkowski du point 
impropre. On déplacera ce chemin en passant par 0, pour uni € {1,2}. Pour ce faire, on 
se place dans le référentiel de la carte de Minkowski de p0 avec la transformation 
I3 0l,3 0l,3 
03,1 0 1 
,03,! 1 0 
Cette transformation fixe c et envoie l, sur 0;. On envoie donc c de façon continue, en 
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(a) Dans le diagramme de Penrose. (b) Dans Min 2.1  
Figure 4.9 - c, d et id. 
passant par l \  ou l 2 ,  sur un chemin partant de S +  :  
d : [0, i] Ein2'1 
t •-» 
( t \ 
0 
1 
( 2 - l  
\ 1 / Min 




t 2 -1  
1 
t2-1 
V I / 
où 0 < t  <  - ,  
- - 2 
Min 
est du même côte de SC que le chemin c dans la carte de Minkowski du point impropre, 




On montre quelque chose d'un peu plus fort que le théorème 4.4.4. En effet, on a 
montré qu'une surface croche sépare l'univers d'Einstein en deux parties non connexes. 
On peut développer une méthode pour obtenir des surfaces croches disjointes. C'est ce 
que font Charette, Francoeur et l'auteure de ce mémoire dans un article en préparation 
[CFL]. Deux surfaces croches ainsi obtenues bornent un domaine. 
Pour obtenir deux surfaces croches disjointes, on débute avec deux plans croches, 
Ci et C2, centrés à l'origine et ayant l'origine comme unique point d'intersection. On 
considère la compactification de ces plans croches, Ci et C2- Alors, 
Ci nC2 = {po,poc} • 
Pour obtenir des surfaces croches disjointes, on va « décoller » ces deux surfaces croches à 
l'aide de transformations judicieusement choisies. En bref, on déplace les surfaces croches 
à chacun des deux points d'intersection dans la direction opposée à l'autre surface croche. 
On utilise ensuite la technique que l'on a développée pour décoller ces surfaces croches 
afin d'identifier des domaines fondamentaux pour des groupes de Schottky. 
Définition 4.5.1 ([Fra02]). Un groupe de Schottky 7 =  (gi....gn) agissant sur une 
variété V est un groupe tel qu'il existe 2n ouverts dans V ; C/f, U*.. . . U~, U£ tel que 
9r (v\W) = Ut-
Ayant un domaine fondamental, on sait qu'un groupe de Schottky agit de façon 
proprement discontinue. De plus, grâce au lemme du ping pong, qui dit qu'un groupe de 




L'univers d'Einstein Ein"^1,1 de dimension n est le projectifié du cône de lumière de 
R"'2. C'est une variété lorentzienne conformément plate. On s'intéresse particulièrement à 
cet espace, parce que son revêtement universel est un modèle pour l'ensemble des variétés 
lorentziennes conformément plates. C'est-à-dire que les variétés lorentziennes sont toutes 
localement conformément équivalentes à Einn-1'1. 
Une façon d'obtenir des variétés lorentziennes passe par les groupes kleiniens. Un 
groupe G C PO(n, 2) est dit kleinien s'il est un sous-groupe discret agissant de façon pro-
prement discontinue sur un ouvert non-vide de Ein™-1'1 [Fra02], Dans ce cas, Ein™"11/G' 
est une variété lorentzienne. 
Une façon de montrer qu'un groupe est kleinien est d'en exhiber un domaine fonda-
mental. Pour borner des domaines fondamentaux, on utilise des surfaces croches [BCD+08] 
Les surfaces croches sont la conipactification des plans croches de l'espace de Minkowski. 
Ces derniers bornent des domaines fondamentaux dans l'espace de Minkowski. 
Le but de ce mémoire était de définir les surfaces croches, d'en présenter certaines 
propriétés et de discuter brièvement de la façon dont ces surfaces servent à identifier des 
groupes kleiniens. Pour ce faire, dans le premier chapitre, on a survolé le travail ayant 
déjà été effectué dans ce sens, et on a discuté des motivations pour étudier l'univers 
d'Einstein et les surfaces croches. 
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Au deuxième ehapitre. on a introduit l'univers d'Einstein. On a présenté plusieurs 
façons conceptuelles et paramétriques de représenter cet espace. En particulier, on a 
montré que Ein"-11 = (S"™1 x S1) /±. que Em"-1,1 ~ Min"-1'1 et que le revêtement 
double de Ein"-1'1 est isomorphe au bord conforme de l'espace anti de-Sitter. De plus, 
on a discuté quelques propriétés élémentaires de Ein"-1'1. 
Au troisième chapitre, on a défini des objets importants de Ein""1'1. On en a présenté 
certaines propriétés, surtout en dimensions deux et trois. 
Finalement, au quatrième chapitre, on a discuté des surfaces croches de Ein2'1. On 
a présenté ces surfaces comme étant la compactification des plans croches de l'espace 
de Minkowski. De plus, on a offert une description détaillée des surfaces croches dans le 
langage de l'univers d'Einstein, en tentant de faire abstraction de l'espace de Minkowski 
plongé dans Ein2'1. Finalement, on a prouvé des propriétés élémentaires des surfaces 
croches. 
Toutes les figures de ce mémoire sont, de l'auteure et ont été générées avec le logiciel 
MATHEMATICA. De plus, les preuves de ce mémoire sont originales, sauf la preuve du 
théorème 4.4.2 qui suit celle de [BCD+08]. 
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